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Лабораторная работа № 1

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ, ВОЗНИКАЮЩИЕ ПРИ ИЗМЕРЕНИЯХ

1.1. Цель работы: Ознакомиться с методами обработки результатов прямых измерений.

1.2. Краткое теоретическое введение
1.2.1.Погрешности измерений и их классификация.

Допустим, что истинное значение некоторой величины есть х0 . Измеряя эту величину, как правило, получают результат отличный от х0 . Если измерение выполняется неоднократно, то результаты измерений не только отличаются от х0 , но в большинстве случаев различны и между собой. Обозначим результаты измерений х1, х2, х3, …, хп  Тогда разности 
               (хi =хi - х0,  где i=1,2, …, п                         (1.1)
называются абсолютной погрешностью измерения. Она выражена в единицах измеряемой величины.

При классификации погрешностей по их свойствам различают погрешности систематические,  случайные и промахи.


1.2.2. Систематической погрешностью измерения называется составляющая погрешности измерения,  которая остается постоянной или закономерно изменяется при повторных измерениях одной и той же величины. Например, шкала измерительной линейки неравномерна, капилляр термометра имеет в различных участках различный диаметр, весы неравноплечные, стрелка амперметра при отсутствии тока не стоит на нуле и прочие. Эти погрешности, как правило, можно учесть, а поэтому устранить  введением поправки к измеренному значению (учесть деление, на котором стоит стрелка амперметра при отсутствии тока и каждый раз вычитать его из показаний прибора). Систематическую погрешность измерения экспериментально можно обнаружить либо сопоставлением данного результата с результатом измерения этой же величины, но полученным другим методом, либо путем использования более точных средств измерений. Однако обычно систематические погрешности оценивают путем теоретического анализа условий измерения, основываясь на известных свойствах средств измерений.


1.2.3. Промахи – следствие неправильных действий экспериментатора. Это, например, описка при записи результатов наблюдения, неправильно снятое показание прибора и т.д. При обнаружении промахов их исключают из расчетов. 

1.2.4. Случайные погрешности – погрешности, изменяющиеся случайным образом. При этом различия между результатами отдельных измерений индивидуально непредсказуемы, а закономерности проявляются лишь при значительном числе измерений. 


1.2.5. Методы обработки результатов прямых измерений, содержащих случайные погрешности. Пусть в одних и тех же условиях проделано N измерений и хi – результат  i-го измерения. Наиболее вероятное значение измеряемый величины – ее среднеарифметическое значение:
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     (1.2)
Величина <х> стремится к истинному значению х0 измеряемой величины при N((. Средней квадратичной погрешностью отдельного результата измерения называется величина
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При  N((   SN  стремится к постоянному пределу (
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Величина (2 называется дисперсией результатов измерений.


Разобьем весь набор результатов измерений на интервалы. Из всех N измерений выберем минимальное и максимальное значения xmin и xmax . Число интервалов К будет равно частному от деления
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где L – шаг интервала.


Шаг интервала в данной работе должен быть целым числом и выбираться так, чтобы число интервалов было не меньше 8 и не больше 20. Нумеруются интервалы следующим образом:

1 – интервал 
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2 – интервал 
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3 – интервал 
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k – интервал 
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Если на оси абсцисс отложить номера интервалов, а по оси ординат - число измерений, результаты которых попадают в данный интервал ni, то получится эмпирический график распределения числа измерений по интервалам, называемый гистограммой (рис.1.1.). При большом числе измерений отношение ni /N характеризует вероятность появления значений измеряемой величины в данном интервале с шагом L. Если ni /N разделить на величину интервала L, то значение величины 
[image: image9.wmf]NL

n

y

i

i

=

 будет характеризовать относительное число благоприятных случаев в единичном интервале. Диаграмма, построенная для yi, показывает распределение плотности вероятности по интервалам и называется приведенной гистограммой. Она имеет вид, показанный на рис. 1.2.


Теперь представим себе, что измерения продолжают до тех пор, пока число измеренных значений не станет очень большим. Шаг интервала L можно сделать очень малым (при условии, что измерительный прибор обладает достаточной чувствительностью) и все же в каждом интервале будет много 
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Рис. 1.1. Распределение числа импульсов по интервалам  (гистограмма)
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Рис. 1.2. Распределение плотности вероятности по интервалам: 1- при конечном числе измерений (приведенная гистограмма);  2-кривая Гаусса.

измерений. При этом  yi можно рассматривать как непрерывную функцию от х. Если теперь вместо приведенной гистограммы построить график зависимости y=f(x), который дает долю измерений ni попадающих в единичный интервал при непрерывном изменении х, то получится гладкая кривая, называемая кривой распределения. Функция y=f(x) соответственно называется плотностью распределения. Ее смысл состоит в том, что произведение f(x)dx (dx -дифференциал независимой переменной) дает долю полного числа измерений ni/N, приходящуюся на интервал от х до x+dx. Иначе говоря, f(x)dx есть вероятность того, что отдельное случайно выбранное значение измеряемой величины окажется в интервале от х до x+dx.


Форму приведенной гистограммы, получаемой при небольшом числе опытов, нельзя предсказать заранее. Но теория вероятности позволяет вычислить форму предельной гладкой кривой, к которой стремятся гистограммы при неограниченном увеличении числа опытов. Эта предельная кривая носит название кривой Гаусса (рис.1.2.).

Распределение, соответствующее предель-ной кривой, называют нормальным (гауссовым) распределением. Оно описывается функцией распределения:
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где  (2– как уже сказано выше, является дисперсией,  ( - характеризует разброс измерений относительно среднеарифметического значения и называется стандартным отклонением или среднеквадратичной погрешностью.
Функция Гаусса является нормированной, т.е. f(x) удовлетворяет соотношению
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Интеграл имеет бесконечные пределы. Это означает, что измеряемая величина с вероятностью 1 (или 100%) лежит в пределах от -( до + (, или то, что нахождение измеряемой величины в этих пределах является событием достоверным. Функция плотности вероятности обладает следующими свойствами (см. рис. 1.2.):

   - симметрична относительно (х(,

   -достигает максимального значения в точке  (х(,

   - быстро стремится к нулю, когда |хi-(х(| становится большим по сравнению с ( .
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Рис. 1.3. Кривые распределения Гаусса для различных значений (( (1=10, (2=20 и (3=30. 
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На рис. 1.3. изображены кривые распределения, соответствующие различным  ( . Из этого рисунка видно, что при малом (  кривая уже, а максимум выше, что соответствует более доброкачественным измерениям.


На практике чаще бывает  необходимо определить погрешность среднего арифметического.

Пусть х1, х2, …, хi, …, хп – результаты отдельных измерений, причем каждое из них характеризуется одной и той же дисперсией. Среднее арифметическое ряда измерений  определяется по формуле:
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      (1.7) 
Тогда дисперсия этой величины определяется как

[image: image14.wmf]N

N

N

N

x

2

2

2

2

2

2

2

2

...

s

s

s

s

s

=

+

+

+

=

>

<

,
         (1.8)
таким образом
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(1.9)
Аналогично
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(1.10)

Средняя квадратичная погрешность среднего  арифметического равна средней квадратичной погрешности отдельного результата деленной на корень квадратный из числа измерений. Это фундаментальный закон возрастания точности при росте числа наблюдений.


Вероятность того, что истинное значение находится внутри некоторого интервала от <x>-(x до <x>+(x называется доверительной вероятностью (коэффициентом надежности, надежностью) а интервал - доверительным интервалом. При достаточно большом значении N доверительному интервалу <x>(((х( соответствует (=0,68, <x>(2((х( соответствует (=0,95, <x>(3((х( соответствует (=0,997.                              
         Мера ( приближения измеренного значения величены х к истинному значению х0 определяется физической сущностью измеряемой величины, а также физическими и конструктивными принципами, заложенными в методику измерений, поэтому бесконечное увеличение числа измерений не дает заметного увеличения точности.


1.2.6. Так как нет, смыла стремиться к очень большому числу измерений, то при проведении эксперимента проводит ограниченное число опытов. Однако, при этом для заданной надежности ( доверительный интервал, измеренный в долях ( оказывается заниженным. Возникает вопрос, как изменяется надежность в зависимости от числа измерений? Зависимость эта сложна и не выражается в элементарных функциях.


Множители, определяющие величину интервала в долях S(х( в зависимости  от (  и N называется коэффициентами Стьюдента, обозначаются через t(,(      и находятся из таблиц коэффициента Стьюдента (таблица 1.1.).


Доверительный интервал (х можно рассчитать по формуле 
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Конечный результат, в данном случае, представляется в виде
            х = <x> ( (x   при  (=К%.                                (1.12)
Очевидно, что при (=0,68, t(,((1, но при N((         t(,((1. 

Доверительный интервал результата эксперимента обычно показывается доверительной вероятностью (=0,95. При (=0,95 t(,((2, но при N((         t(,((2.

1.2.7. Для оценки точности эксперимента рассчитывают относительную погрешность эксперимента. Относительная погрешность – это погрешность, выраженная в долях истинного значения измеренной величины:
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Часто ее выражают в процентах
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Таблица 1.1 
Коэффициенты   Стьюдента
	Число изме-

рений
	Доверительная вероятность
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,9
	0,95
	0,98
	0,99
	0,999

	Значения коэффициентов  Стьюдента

	2  
	
	0,16
	0,33
	0,51
	0,73
	1
	1,38
	2,0
	3,1
	6,3
	12,7
	31,8
	63,7
	636,6

	3
	
	0,14
	0,29
	0,45
	0,62
	0,82
	1,06
	1,3
	1,9
	2,9
	4,3
	7
	9,9
	31,6

	4
	
	0,14
	0,28
	0,42
	0,52
	0,77
	0,98
	1,3
	1,6
	2,4
	3,2
	4,5
	5,8
	12,9

	5
	
	0,13
	0,27
	0,41
	0,57
	0,74
	0,94
	1,2
	1,5
	2,1
	2,8
	3,7
	4,6
	8,6

	6
	
	0,13
	0,27
	0,41
	0,56
	0,73
	0,92
	1,2
	1,5
	2,0
	2,6
	3,4
	4,0
	6,9

	7
	
	0,13
	0,27
	0,4
	0,55
	0,72
	0,9
	1,1
	1,4
	1,9
	2,4
	3,1
	3,7
	6,0

	8
	
	0,13
	0,26
	0,4
	0,55
	0,71
	0,9
	1,1
	1,4
	1,9
	2,4
	3,0
	3,5
	5,4

	9
	
	0,13
	0,26
	0,4
	0,54
	0,71
	0,9
	1,1
	1,4
	1,8
	2,3
	2,9
	3,4
	5,0

	10
	
	0,13
	0,26
	0,4
	0,54
	0,7
	0,88
	1,1
	1,4
	1,8
	2,3
	2,8
	3,3
	4,8

	11
	
	0,13
	0,26
	0,4
	0,54
	0,7
	0,88
	1,1
	1,4
	1,8
	2,2
	2,8
	3,2
	4,6

	12
	
	0,13
	0,26
	0,4
	0,54
	0,7
	0,87
	1,1
	1,4
	1,8
	2,2
	2,7
	3,1
	4,5

	13
	
	0,13
	0,26
	0,4
	0,54
	0,7
	0,87
	1,1
	1,4
	1,8
	2,2
	2,7
	3,1
	4,3

	14
	
	0,13
	0,26
	0,39
	0,54
	0,69
	0,87
	1,1
	1,4
	1,8
	2,2
	2,7
	3,0
	4,2

	15
	
	0,13
	0,26
	0,39
	0,54
	0,69
	0,87
	1,1
	1,4
	1,8
	2,1
	2,6
	3,0
	4,1

	100
	
	0,13
	0,25
	0,39
	0,53
	0,68
	0,85
	1,0
	1,3
	1,7
	2,0
	2,4
	2,6


	3,4



1.3. Методика выполнения работы

1.3.1.Принадлежности: пересчетный прибор СП-100, секундомер.

          1.3.2. Пересчетный прибор СП-100 дает возможность измерить число подаваемых на его вход импульсов за любое время, протекающее с момента нажатия клавиши “Пуск” до ее отпуска. Импульсы подаются на перечетную схему СП-100с генератора переменного напряжения с частотой (=100 Гц. Следовательно, в среднем, число регистрируемых импульсов за 1 с, колеблется около 100. Подробное описание  установки см. 1.6.1., стр. 649. В работе измеряется число импульсов за 5 с. Измерения проводятся 100 раз.


1.4. Порядок выполнения работы

1.4.1. Включить СП-100. Подождать 15 мин., пока он прогреется.


1.4.2. Измерить число импульсов xi, регистрируемое счетчиком за t=5 с. Повторить измерения 100 раз. Измерения занести в таблицу 1.2.

Таблица 1.2

Число импульсов, регистрируемых пересчетным прибором СП-100 за 5секунд.

	№
	xi
	(xi
	(xi2
	№


	xi
	(xi
	(xi2
	№


	xi
	(xi
	(xi2

	1

2

.

.

.

33
	
	
	
	34

.

.

.

.
66
	
	
	
	67

.

.

.

.

100
	
	
	


1.4.3. Вычислить среднеарифметическое значение (х( из всех результатов.
1.4.4.Вычислить отклонения отдельных измерений (хi и ее квадрата (хi2, внести их в ту же таблицу.

1.4.5. Вычислить среднеквадратичную погрешность отдельного результата измерений по формуле (1.3). Вычислить по формуле (1.10) среднюю квадратичную погрешность среднего арифметического.


1.4.6. Определить хmin и хmax, разбить этот промежуток на интервалы и пронумеровать их.


1.4.7. Определить к какому интервалу относится отдельное измерение.


1.4.8. Просуммировать число измерений (ni), попавших в каждый интервал, занести эти числа в таблицу 1.3.


1.4.9. Построить гистограмму.


1.4.10. Построить приведенную гистограмму.


1.4.11. Вычислить значения функции плотности вероятности для значений 
[image: image20.wmf]>

<

-

-

x

x

x

j

min

j

max

2

, где j–номер интервала, т.е. для середины каждого интервала и занести эти значения в последнюю таблицу.

Таблица 1.3.

Данные для построения гистограммы и кривой Гаусса.

	Номер интер-вала  (j):

j=1…k
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1.4.12. Построить кривую Гаусса на том графике где Вы построили приведенную гистограмму.


1.4.13. Вычислить доверительный интервал для заданной преподавателем надежности и записать окончательный результат согласно формуле (1.12.). По формуле  (1.13) вычислить относительную погрешность эксперимента.


1.5. Вопросы для самопроверки


1.5.1. Дайте определение абсолютной и относительной погрешности.


1.5.2. Как классифицируются погрешности по свойствам?


1.5.3. Какими свойствами обладает нормальное распределение случайных погрешностей?


1.5.4. Какая надежность соответствует стандартноиу отклонению?


1.5.5.Какому ( из двух ((1>(2) соответствуют более доброкачественные измерения?


1.6. Литература

1.6.1. Руководство к лабораторным занятиям по физике. Под ред. Гольдина Л.Л. М.: Наука, 1973.

1.6.2. Зайдель А.Н. Элементарные оценки ошибок измерений. Л.: Наука, 1968г.
1.6.3. Кубышкина В.Д. Основные методы математической обработки результатов физического эксперимента. Алма-Ата, КазГУ, 1974.
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